トクシュナ ソウユウリシャ オ モツ 4ジゲン ファノ タヨウタイ FANO タヨウタイ ノ サイキン ノ シンテン by 月岡, 透
Title特殊な双有理射を持つ4次元ファノ多様体 (Fano多様体の最近の進展)
Author(s)月岡, 透

















$\mathbb{P}^{2}$ ([3] Theorem 1.1)
4
([3] Example 2.6) 4
$\mathbb{P}^{4}$ 2
$\mathbb{P}^{2}$ $\mathbb{P}^{2}$












$Y$ 4 $S$ $Y$ $C$ $Y$
$S$ $C$ $k$
$S\cap C=\{p_{1}, \cdots,p_{k}\}$
$\pi$ : $Xarrow Y$ $C$ $E$
$\pi|_{E}$ : $Earrow C$ $\mathbb{P}^{2}$ $S$ $\pi$
$S’$ $i=1,$ $\cdots,$ $k$ $E_{i}:=\pi^{-1}(p_{i})$
$e_{i0}:=S’$ $e_{i0}$ $\simeq \mathbb{P}^{2}$ $e_{i}\subset$ $e_{i0}$
$\pi|_{S’}$ : $S’arrow S$ $p_{1},$ $\cdots,p_{k}$
$e_{10},$ $\cdots,$ $e_{k0}$
$\beta$ : $\tilde{X}arrow X$ $S’$ $F$
$\beta|_{F}$ : $Farrow S’$ $\mathbb{P}^{1}$ $\tilde{E}:=\beta^{-1}(E)$
$\beta|_{\tilde{E}}:\tilde{E}arrow E$ $k$ $e_{10},$ $\cdots,$ $e_{k0}$
$i=1,$ $\cdots,$ $k$ $\overline{E_{i}}:=\beta_{*}^{-1}$ $\beta|_{\overline{E_{i}}}$ : $\overline{E_{i}}arrow E_{i}\simeq \mathbb{P}^{2}$
$N_{\overline{E_{i}}/\tilde{X}}\simeq \mathcal{O}_{\mathbb{P}^{2}}(-1)^{\oplus 2}$
$i=1,$ $\cdots,$ $k$ $:=\beta_{*}^{-1}e_{i}$ $q_{i}:=$
$e_{i}\cap e_{i0}$ $f_{i}:=\beta^{-1}(q_{i})$ $i,j\in\{1, \ldots, k\}$ $e_{i}$
$e_{j}$





$\beta|_{F}$ : $Farrow S’$ $\tilde{X}$















$\tilde{E}\cdot f=0$ $f$ $\beta:\tilde{X}arrow X$
$F\cdot\tilde{e_{i}}=F|_{\overline{E_{i}}}\cdot\tilde{e_{i}}=\mathcal{O}_{\mathbb{P}^{2}}(1)$ (line) $=1$
$F\cdot f=-1$ $F$ $\beta$ : $\tilde{X}arrow X$ $f$ $\mathbb{P}^{1}$
$\beta|_{F}$ : $Farrow S’$ ( )
3 ﬄ
$\bullet$ $Y$ : 4
$\bullet$ $C$ : $Y$
$\bullet$ $S$ $Y$
$\bullet$ $S$ $C$ $k$ pl, $\cdots$ ,
$\bullet$ $\pi:Xarrow Y$ : $C$
$\bullet$ $E:=$ Exc $(\pi)$
$\bullet E_{i}:=\pi^{-1}(p_{i})(i=1, \cdots k)$
$\bullet S’:=\pi_{*}^{-1}S$
$\bullet$ $\beta:\tilde{X}arrow X$ : $S’$
$\bullet$ $F:=$ Exc$(\beta)$






$\tilde{E_{i}}\simeq \mathbb{P}^{2}$ $(i=1, \cdots k)$
$\tilde{X}$ $(Y, C, S)$
3. 1
$Y=\mathbb{P}^{4}$ $G\simeq \mathbb{P}^{3}$ $C$ $S$ $C$
$S$ $C$ $G$ $g$
$H:=(\pi\circ\beta)^{*}\mathcal{O}_{\mathbb{P}^{4}}(1)$ $\tilde{G}:=(\pi\circ\beta)_{*}^{-1}G$ $\tilde{g}:=(\pi\circ\beta)_{*}^{-1}g$
1. :





$\pi\circ\beta$ : $Xarrow \mathbb{P}^{4}$ $H\cdot\tilde{e_{1}}=H\cdot f=0$
2 ( )
2. $H$ $H-\tilde{E}$ $2H-\tilde{E}-F$
( ) $H=(\pi\circ\beta)^{*}\mathcal{O}_{\mathbb{P}^{4}}(1)$ $H-\tilde{E}$
$C$ $G$ $D$ $\sigma:=D\cap S$
$D\simeq \mathbb{P}^{3}$ $D’:=\pi_{*}^{-1}D$ $\tilde{D}:=\beta_{*}^{-1}D’$
$\tilde{D}\sim H-\tilde{E}$
$\tilde{D}|_{\tilde{D}}$ $\pi|_{D’}$ : $D’arrow D\simeq$










$C\subset G\simeq \mathbb{P}^{3}$ $\tilde{G}$ 3








$\pi\circ\beta$ : $\tilde{X}arrow \mathbb{P}^{4}$
$-K_{\tilde{X}}=5H-2\tilde{E}-F$
$-K_{\tilde{X}}$ $\tilde{g}=2$ $-K_{\tilde{X}}$ $\tilde{e_{1}}=1$
$-K_{\tilde{X}}\cdot f=1$ $-K_{\tilde{X}}$
$\mathbb{R}^{+}$
$\mu$ : $\tilde{X}arrow V$ $V=$
$\mathbb{P}(\mathcal{O}_{\mathbb{P}^{2}}\oplus \mathcal{O}_{\mathbb{P}^{2}}(-1)^{\oplus 2})$ $T$ $\mathbb{P}^{2}$ $Varrow \mathbb{P}^{2}$ $N_{\tau/v}\simeq$






$Y=\mathbb{P}^{4}$ $P$ $S$ $P\simeq \mathbb{P}^{3}$ 2 $C\subset \mathbb{P}^{4}$
$S$ $P$ $S\cap C$ 1










$Y=\mathbb{P}^{4}$ $P$ $S$ $P\simeq \mathbb{P}^{3}$ 2
$C\subset \mathbb{P}^{4}$ $S$ 2 $C\subset P$ $g$
$P\simeq \mathbb{P}^{3}$ $C$ $\tilde{g}:=(\pi\circ\beta)_{*}^{-1}g\sim$







$s$ $c$ 2 $\overline{E_{1}}$ $\overline{E_{2}}$
$\mathbb{R}^{+}[\neg g$ $\tilde{P}:=(\pi\circ\beta)_{*}^{-1}P$ $\mathbb{P}^{1}$
3.4
$\mathbb{P}^{4}$ $T$ $M$ $T$ $M$ 1
$B$ $m$ $T,$ $M,$ $B$
$\alpha$ : $Yarrow \mathbb{P}^{4}$ $T\simeq \mathbb{P}^{2}$ $S:=\alpha_{*}^{-1}M$ $C:=\alpha^{-1}(B)$




$\ell:=\alpha_{*}^{-1}m$ $\tilde{\ell}:=(\pi\circ\beta)_{*}^{-1}\ell$ $H:=(\alpha 0\pi 0\beta)^{*}\mathcal{O}_{\mathbb{P}^{4}}(1)$
:
3. $H$ $H-\tilde{E}$ $H-\tilde{G}$ $2H-\tilde{E}-F$
( ) $2H-\tilde{E}-F$ ( 3.1
) $\mathbb{P}^{4}$ $B$ $M$ $D$ $\tilde{X}$
$\tilde{D}$ $\gamma:=(\alpha\circ\pi\circ\beta):\tilde{X}arrow$
$\gamma|_{\tilde{D}}:\tilde{D}arrow D\simeq \mathbb{P}^{3}$
2 $A:=T\cap D$ $B$ ( $\tilde{G}|_{\tilde{D}}$
$\tilde{E}|_{\tilde{D}})$
$\tilde{D}$ 3 (













1. $\tilde{X}$ $X$ $k\leq 1$
( ) $S’$ $\beta$ : $\tilde{X}arrow X$ $\tilde{X}$
$X$ [7] (Proposition 3.6) $S’$ $\mathbb{P}^{2}$
$\mathbb{P}^{1}$ 2 $\pi|_{S’}$ : $S’arrow S$
$k$ $S’$ $k\geq 1$ $(-1)$
$S’\simeq \mathbb{P}^{2}$ $S’$ $\mathbb{P}^{1}$ $\mathbb{P}^{1}$
1 (-1) $\Psi$ $k\leq 1$ ( )
124
: $\tilde{X}$ $x$ $(Y,C,S)$ (
1 $S’\simeq\Sigma_{1}$ $\pi|_{S’}$ : $S’arrow S\simeq \mathbb{P}^{2}$
1 $\circ$ )
$X$ $X$ 4 $Y$
$C$ [1] Lemme 2. 1
$NE$ ( $X$ ) $R$ $E\cdot R>0$
$R$ (length of extremal ray)
$\ell(R):=\min\{-K_{X}\cdot\Gamma|[\Gamma]\in R$ $r$ $\}$
[6] ProPosition 3, 4 $n=4$
2. $\ell(R)\geq 2$ $(Y,C)$ ( $Q_{4}$ $\mathbb{P}^{5}$
2 )
1. $Y=\mathbb{P}^{4}$ $c$
2. $Y=Q_{4 }c$ 2 ( $C\subset P\subset Q_{4}$ $P\subset \mathbb{P}^{5}$
)
3. $Y=Q_{4 }c$
4. $Y=\mathbb{P}^{1}\cross \mathbb{P}^{3}$ $c$ $\mathbb{P}^{1}\cross \mathbb{P}^{3}arrow \mathbb{P}^{3}$
5. $Y$ $\mathbb{P}^{4}$ $\mathbb{P}^{2}$ $\grave{}$ $\grave{}$ $C$
6 $Y$ $\mathbb{P}^{4}$ $\mathbb{P}^{2}$ $C$
7. $Y=\mathbb{P}(\mathcal{O}_{\mathbb{P}^{1}}\oplus \mathcal{O}_{\mathbb{P}^{1}}(-1)^{\oplus 3})$ $C$ $\mathbb{P}^{3}$ $Yarrow \mathbb{P}^{1}$ $N_{C/Y}\simeq$
$\mathcal{O}_{\mathbb{P}^{1}}(-1)^{\oplus 3}$








( ) $k\geq 2$ $p_{1},p_{2}$ $S\cap C$ 2





$Y=\mathbb{P}^{1}\cross \mathbb{P}^{3} arrow^{pr_{Y}} \mathbb{P}^{3}$
2 $i=1,2$ $e_{i0}:=\pi^{-1}(p_{i})\cap S’$
$pr_{E}:E\simeq \mathbb{P}^{1}\cross \mathbb{P}^{2}arrow \mathbb{P}^{2}$
$pr_{E}(e_{10})$ $pr_{E}(e_{20})$ $\mathbb{P}^{2}$ $p_{0}\in pr_{E}(e_{10})\cap pr_{E}(e_{20})$
$C_{0}:=pr_{E}^{-1}(p_{0})$ $C_{0}$
$X=\mathbb{P}^{1}\cross B1_{a}(\mathbb{P}^{3})arrow B1_{a}(\mathbb{P}^{3})$
$K_{X}\cdot C_{0}=-2$ $\tilde{C_{0}}:=\beta_{*}^{-1}C_{0}$ $C_{0}\cap e_{10}\neq\emptyset$




4. $Y=\mathbb{P}(\mathcal{O}_{\mathbb{P}^{1}}\oplus \mathcal{O}_{\mathbb{P}^{1}}(-1)^{\oplus 3})$ $c$ $\mathbb{P}^{3}$ $Yarrow \mathbb{P}^{1}$ $N_{C/Y}\simeq$
$\mathcal{O}_{\mathbb{P}^{1}}(-1)^{\oplus 3}$
$\tilde{X}$
( ) $N_{C/Y}\simeq \mathcal{O}_{\mathbb{P}^{1}}(-1)^{\oplus 3}$ $E\simeq \mathbb{P}^{1}\cross \mathbb{P}^{2}$




5. $Y$ $\mathbb{P}^{4}$ $\mathbb{P}^{2}$ $c$
$\tilde{X}$
126
( ) $Yarrow \mathbb{P}^{4}$
$G$ $c$ $pr_{G}:G\simeq \mathbb{P}^{1}\cross \mathbb{P}^{2}arrow \mathbb{P}^{2}$
$a:=pr_{G}(C)$ $g$ : $Tarrow \mathbb{P}^{2}$ a $G’:=\pi_{*}^{-1}G$
:
$G’ \simeq \mathbb{P}^{1}\cross T\frac{pr_{G’}}{r}T$
$\pi|_{G’}\downarrow \downarrow g$
$G\simeq \mathbb{P}^{1}\cross \mathbb{P}^{2}arrow^{pr_{G}}\mathbb{P}^{2}$






[1] L. Bonavero, F. Campana, J. A. Wi\’{s}niewski, Vari\’et\’es complexes dont
l’\’eclat\’ee en un point est de Fano. C. R. Math. Acad. Sci. Paris Ser. $I$
334 (2002), 463-468
[2] C. Casagrande, Numerical invariants of Fano 4-folds. Mathematische
Nachrichten Volume 286 (2013), 1107-1113
[3] Y. Kawamata, Small contractions of four-dimensional algebraic mani-
folds. Math. Ann. 284 (1989), 595-600
[4] S. Mori and S. Mukai, Classification of Fano 3-folds with $B_{2}\geq 2,$
Manuscripta Math. 36 (1981/82), 147-162 Erratum: Manuscripta Math.
110 (2003), 407
[5] $H$ . Takagi, Fano No.1731 (201),
106-126
[6] T. Tsukioka, On the minimal length of extremal rays for Fano four-folds.
Math. Z. 271 (2012), 555-564
[7] J. A. Wi\’{s}niewski, On contractions of extremal rays of Fano manifolds.
J. Reine Angew. Math. 417 (1991), 141-157
127
